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Corriges des exercices de 5.1 a 5.20 

Exercice 5.1 : 



20.5 1.5 O LX Jjla. 



a/ Puisque le mouvement est circulaire, la vitesse lineaire du corps est : v = cor 
Convertissons la vitesse angulaire dans les unites du systeme international : 

10.6,28 



co ■ 



60 



-1,05 rads 1 



Calculons le rayon du mouvement circulaire qu’effectue le corps autour de V axe EE' : 

r = l . sin 60° , r = 4,5.0,87 => r = 3, 9m 



D’ou : 



v = 1,05.3,9: 



v - 4, 1 ms 1 



b/ Calcul de Tintensitc de la force de reaction du plan sur le corps : le corps est en 
mouvement circulaire uni forme sous Taction de forces dont la rcsultantc est unc force centralc 
de module 2 . Projetons les diffcrentcs forces sur les deux axes (voir figure). 

p + f + R = mco 2 rJ 

T.sin a - R.cosa = mco 2 r — > (1) 

P - R.sina -T.cosa = p^(2) V" 






60 ° = a 




E' 






■y 



Eliminons la tension entrc les deux cquations(l) ct(2)pour obtcnir le module de la 

jfe . | Jr 

reaction : 

r.sina R.cosa + mco 2 r R.cosa + mco 2 r 

> tga 



r.cosa P-R.sina 



P- R.sina 



R = m 


g. sin a -co 2 . r.cosa) 


( 3 ) ; 


R - 31 N 



d La tension du fd peut etre calculee a partir de Tune des deux equations (l) ou (2) : 



r = 



R.cosa + mco~r 



sin a 



r - 46, 4 



r ^ 43.427V 



T _ P-R.sina 
cos a 

La difference entre les deux valeurs de la tension est due a la valeur approchee que nous 
avons prise pour chaque cas. 

d/ La vitesse angulaire necessaire pour que la reaction du plan sur le corps s’annule est 
deduite de T equation (3) : 
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R = m ( g. 

2 _ g.sina 



co 



sin a - co~ .r. cos a 



g.sma 



) = ° 



r.cosa /.sin a. cos a 



\co - 



M- 

/ cos a 



co- 2, 1 rad.s 



Exercice 5.2 : 

1/ Nous representons toutes les forces 
agissant sur le systeme. L’equilibre du systeme 
est verifle si la somine algebrique des moments 
des forces appliquees sur la barre par rapport a 
l’axe (le couteau) est nulle, soit : r f = r- 

Pour calculer l’intensite de la tension T , 
on doit calculer d’abord ^acceleration des deux 
masses m 2 et m 3 par rapport a la poulie en 

rotation sans translation. Pour cela on applique 
la relation fondamentale de la dynamique : 



P 3 -T 3 = m 3 .a 



-P +T 
J 2 Ti 2 



D’ou : 



-P 2 +T 2 = m 2 .a 



nu - m-, 

a = — -~g 



m 2 + /«, 




P,-P= m 2 .a T 2 = m, (g - a ) 



m 2 + m 2 



T = T 2 + T 2 , T = m 2 (g + a) + m,(g-a) 
Pour in | : P t =T l 
D’apres le theorenie des moments : r f 



'■ X- 
TJ A 



T r l } =T.l 2 



. . nx .nu 

m \g-h = 4 8 = -h => 


m t (nu + nu ) . 


/, =4 


nu + nu 







2/ La force appliquee par le couteau sur la barre est egale a la resultante des deux forces 
parallelesL et T x \ 






R = T l +T 




Exercice 5.3 : 

Premier cas : (voir figure ci-dessous). 

Nous soinmes en presence d’un exercice de dynamique associe au mouvement relatif. 
Commencons par appliquer le principe de la relation fondamentale aux masses m l , m 2 



et m 3 : 
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T x = m,a, 

P, + T,= m 3 ,a 3 

P 2 + f 2 =m 2 .a 2 




<=> 



7j = 

2/^ +T\= 2m 3 ,a 3 



2P 2 + 7j = 2m 2 .a 2 




En tenant compte du sens indique sur la figure : 

Pour la masse m 2 1’ acceleration absolue est : a 2 = a r -a x 
Pour la masse m 3 1’ acceleration absolue est : a 3 = a r + a x 
Par projection, nous pouvons ecrire : 

T x = ma x — » (l) 

< T x -2P 2 = 2m 2 (a r - a,) — » (2) 
-7j + 2 P 2 = 2 m 3 ( a r + a x ) — » (3) 



Nous venons d’obtenir un systeme d’equations a trois inconnues. L’acceleration relative 
commune est deduite de 1’ equation (3) : 



2m 3 g -2m 3 a x -m x a x 
2m, 



g 



(4) 
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Rcmplacons a par sa valeur tiree de l’equation(2) pour trouver l’expression de 

S|->(5) 



1’ acceleration a x de la masse m x 



a x = 



4m : m, 



m x m 2 + m x m 3 + 4m 2 m 3 



Revenons a 1’ expression (4) pour calculer ^acceleration relative en remplacant 
1’ acceleration absolue par sa valeur que nous avons trouvee dans l’equation(5) : 



m x m 2 + m x m 3 + 4 m 2 m 3 



g 



(6) 



11 dcvicnt facile maintenant de deduire les deux accelerations rcstantes a 2 et a 3 . 
L’accclcrationa 2 delamassem 2 : 



^2 ^ ^2 



- m x m 2 



-g 



4m 2 m 3 



m x m 2 + m x m 3 + 4 m 2 m 3 m x m 2 + m x m 3 + 4 m 2 m 3 



-g 



m 3 m 1 - m x m 2 - 4m 2 m, 
m i m 2 + m x m 3 + 4m 2 m, 



g 



L’ acceleration a 3 de la masse /«, : 



: a r + a x ; a 3 



m 2 mg - m t m 2 



g + - 



4m 2 m 3 



m 1 m 2 + m x m 3 -k ! 4m 2 m 3 m ] m 2 + m x m 3 + 4 m 2 m 



-g 



mjn +4 m 0 m, 

« 3 7 ; — g 



m x m 2 + m x m 3 + 4 m 2 m 3 



Dcuxiemc cas : (voir figure ci-dessus) 

Nous commengons par appliquer la relation fondamentale de la dynamique aux masses 



m x , m 2 ct m 3 : 



P 3 + T 3 



P, +T-, = m-,.a 



2 2 



<=> 



T x = m x a x 



2 P 3 +T X = 2 m 3 .a 3 
2 P 2 +T X = 2 m 2 .a 2 



Comtne dans le premier cas a a =a r +a e . L’acceleration d’entrainement est egale a 
1’ acceleration de la poulie en translation, e'est-a-dire a l’acceleration de la masse m x ( a e = a x ) . 
Quant a l’acceleration relative a elle est commune aux deux masses m 2 et m 3 . 

En tenant compte du sens indique sur la figure : 



Pour la masse m 2 son acceleration absolue est : a 2 = a r - a x 



Pour la masse m 3 son acceleration absolue est : a 3 
Par projection, nous pouvons ecrire : 



■a+a 
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T x = ma x — > (8) 

T x - 2 P 2 = 2m 2 ( a r - a x ) — > (9) 

-T x + 2/^ = 2m 3 ( a r + a x ) — > (10) 

Nous venons d’etablir un systeme de trois equations a trois inconnues. 
Nous en deduisons [’acceleration relative commune de E equation (9) : 

( 11 ) 




En remplaqanta par sa valeur dans 1’ equation (10) nous trouvons 
1’ acceleration a ] de la masse /«, : 



4 /«,/«, - nun , ~ in. in, 

a x = — — — ~g 

m x m 2 + m x m 3 +4 m 2 m 3 



En revenant a l’cxprcssion (1 1 ) nous calculons l’accclcration relative en rcmplagant 
l’accclcration absolue par sa valeur que nous venons de trouver dans l’equation(12) : 

| 2m,m, - 2m.ni-, jr 

l 3 1 1 2 * ' (13) tj- 



m x m 2 + m x m 3 + 4 m 2 m 3 



II cst facile a present d’en deduire les deux accelerations manquantes. 
Expression de l’accclcration a 2 de la masse ni 2 : -A 

2m 3 m x — 2m x m 2 4 m 2 m 3 - m l m 2 



m x m 2 + m x in, + 4 m 2 m 3 



4 m 2 m 3 -m x m 2 -m x m 3 
m x m 2 + m x m 3 + 4 m 2 m 3 



3/77, m, -mnh 1 -4 m,/n, 

a 2 4 — W — ~ ~ g 

m x m 2 + m x m. + 4 m 2 m 3 



Expression de 1’ acceleration o, de la masse m 3 : 

_ 2m x m ] - 2m x m 2 



a r + a x 






2 m 3 m x - 2m x m 2 4 m 2 m : - m x m 2 - m x m 3 

+ m x m 3 + 4 m 2 m 3 m x m 2 + m x m 3 + 4 m 2 m 3 

4 - in. m, - 3m, nu 

d 3 = — ^ — -g 

m x m 2 + m x m 3 + 4 m 2 m 3 



Exercice 5.4 ; 

a/ Angle d’inclinaison necessaire pour que le corps decolle. 

Quand la force de frottement statique atteint sa valeur maximale pour un angle de 
decollage 4 , appele angle de frottement et qui est un angle limite, elle s’equilibre avec la 



composante du poids P x , a ce moment la, le corps decolle : 

f s , max = P x = m g sin 0 O 

/ ? ,max = P N => \tg0 o =m\ , tgO 0 =0,80^ 1 0 O =38,66° 

N = P = mg cos 6 () 

b/ Intensity de la force de frottement maximale : 

fs, max =H , |X, m ax=3,13A 
c/ La force normale pour Eangle35° : 
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N = P, = mg cos 0 , A = 4,1 A 



d/ Force de frottement pour l’angle35° : 



f s = p x = mg smO , f = 2,877V 




< 





Exercice 5.5 : 

a/ Angle d’inclinaison necessaire pour que le corps se deplacl ; ,if vitelse constante, cela 
veut dire que la somme des forces doit etre nulle : 

f c+ P + tf-Q 

Par projection sur les deux axes, il vient : 
p x - fc = 0 => m S sin 0 () = fl r N\ 

P - N = 0 => N = mg cos 0^ 



N = mg cos 0 


d | A = 6,55A 


c pour l’an< 


|e 35°: 


\X =/',-V 


? 


f c =2 , 62 A 



d/ Acceleration pour Far ,gle35° : 




Exercice 5.6 : 

a/ Pour que le systeme glisse, tout en maintenant ensemble les deux corps, il faut que les 
deux corps aient la merne vitesse, done la merne acceleration par rapport au plan fixe. (Du 
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point de vue du mouvement relatif, il faut que F acceleration absolue du corps B soit egale a 
[’acceleration d’entrainement du corps A ). 

Soit F , la force qu’il faut appliquer sur le corps ,4 pour que le systeme glisse tout en 
maintenant les deux corps ensembles. Figure (a) 

Appliquons la relation fondamentale de la dynamique pour calculer l’acceleration des 
deux corps : 

Pour le corps A : 



F + P + N = ( m A + m B ).a , F = (m A + m B ) x 



F 



rn A +m B 



->(1) 



Pour le corps B : par rapport au repere fixe il est en mouvement, mais par rapport au corps 
A il est au repos. C’est pour cette raison que la force de frottement agissant sur lui est une 
force de frottement statique. On peut done ecrire : 

-Ms m A§ 



fs,^,A=M s N A 

N a =P a = m A g 



a = 



m , 



a = -M s g^{2) 



Pour en deduire la force, il suffit d’egaler les deux equations (l) et(2) : 

F 



a = ■ 



m A +m B 



■ = ~M s g 



F = jU s ( in A + m K ) g , F^\5,1N 





b / Acceleration du systeme quand on applique la force F : 

Par rapport au plan de glissement il n’y a pas de force de frottement. Le systeme est done 
soumis au forces PJf et F . Figure (b) 

La relation fondamentale de la dynamique nous pennet d’ecrire : 

w m=o 



F = (m A + m B ) a 



F 



(m 4 + m H ) 



a = l,96m.s' 



c/ Acceleration du corps B , par rapport au corps A , si la force est appliquee sur le corps 
A (figure (c)) : 






fc. 



B 



• + 







T 




fc. 



*n b 



B 





Le corps B est soumis a trois forces P B ,N B et f c B (force de frottement cinetique, car le 
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Corps B est en mouvement par rapport au corps A ). Le corps A qui est soumis a la 
force F porte le corps B . 

Appliquons la relation fondamentale de la dynamique au corps B : 



Pb+N b = 0 

~fc,B = m B a 

fc,B=M c N B 



N a 



■ ™ B g 



Mc m ng 

m„ 



a = ~M c g 



■ -0,98 ms 



Le signe negatif indique que le corps est attire dans le sens contrairje de celui du 
mouvement. 

L’ acceleration du corps B si la force qui lui est appliquee est la rneme (figure (d)). Dans 
ce cas le corps B est soumis a quatre forces P B ,N B ,F et f cB . Appliquons la relation 
fondamentale de la dynamique au corps B : 




Exercice 5.7 



A 



On applique la relation fondamentale de la dynamique aux deux masses : 

P x + N x + N-, ff x +f 2 = m x ci x 

P 2 + N 2 + f 2 = m 2 a 2 

On projette les relations sur l’axe parallele au plan incline : 
m x g sin a - j\ - f 2 = m x a x — > ( 1 ) 

/u 2 g sin < 2 ^/,, = m x a 2 — > (2) 

On exprime les deux forces de frottement cinetique : 



/1 = h x g ( m x cosa + /n 2 cos a) 




f 2 = h 2 m 2 g cos a 



f x =h x (N x +N 2 )\ 

Aj = m x g cos a 
A 2 V m 2 gcosa 

f 2 = h 2 N 2 

N 2 = m 2 g cos a 

On remplace les forces de frottement cinetique dans les deux equations (l) et(2) pour 
obtenir les deux nouvelles equations : 

m x g sin a - m 2 gh 2 cos a - h x g ( m x cos a + m 2 cos a ) = m x a x — » (3) 

m 2 g sin a x - h 2 m 2 g cos a = m 2 a 2 (4) 

On en deduit maintenant les deux accelerations a partie des equations (3) et (4) : 
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Oj = g(sina-/tj cos a) - — g cos a (h 2 +h x ) 

m. 



a x = 3,53 ms 



g (sin a - h 2 cos a) 



a, = 1,19 ms 



Exercice 5.8 : 

Pour calculer la masse du corps C , nous avons represente sur la figure (a) toutes les forces 
agissant sur le systeme. Les conditions de decollage, c’est a dire pour que le systeme entame 
son mouvement, est T = f smm et T = P B : 

r =/,,max 

T = P b = m B g 

fs, max =Ps N 

N = P A =(m A +mc)g 




m c = 1 5 kg 



Lorsque on enleve le corps C (figure(b)), nous obtenons 1’ acceleration en appliquant la 
relation fondamentale de la dynamique au systeme : 

T ~ f, = m ,a 



P b -T = m B a 

fc =Mcmls 









a = 


{m B xFjft A )g 


0%+ m A 







a = 1.36 ms 



-2 





1/ Lancement dans le vide : 

1/ Faisons l’inventaire de toutes les forces et faisons un schema, puis appliquons la 
relation fondamentale de la dynamique. La seule force qui agit sur le point materiel est son 
poids P . Done : 

= P = ma\ 

P = mg 

2/ A chaque instant v = v x + v z 

Suivant l’axe des X , le mouvement est rectiligne unifonne : 

Y, Fx = 0 => V v = V 0r = v 0 . cos 0 (1) 

Suivant l’axe des Z , le mouvement est rectiligne unifonnement varie : 



a = g = ~gM z 
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Y J F Z =P = mg => a z =-g = Cte 
v. = -gt + v 0> , = -gt + v 0 sin 0 -> (2) 



Le vecteur de la vitesse instantanee est done : 



v=v x .u x + v z .ii z 



V = V, 



r cos 0.u x +(-gt + v 0 sin<9).iL — > (3) 



3/ Integrons 1’ expression (3) pour obtenir le vecteur position OM (7) : 



dOM 



v = - 



dt 



OM t 

J 7OM = J[v 0 .cos 0.u x + (-gt + v 0 sin 0).u z ~^dt 





f > 


f 


OM = 


1 V^COS#.? 


.U x + 




l i J 


V 



1 9 

~ — gt + v 0 sin 0.t 



M, 




A! Le projectile atteint sa portee lorsque sa hauteur s’annule(z = 0) . Calc 
lieu 1’ instant pour lequel (z = 0) : 

fo i 



1 9 

- — gt + v 0 sin<9.f = 0 =^> t - 




premier 



2v 0 sin 0 



tF 

Rcmplacons le temps dans l’equation de la coordonnee x pour tro’uvcr la portee : 

2vg.sin 0.COS0 



x = v n .cos 6.t — > x„ 



g 



v^.smld 



g 



5/ Le projectile atteint son apogee zj lorsque la composantc vcrticalcv, de la vitesse 
s’annulc. Chcrchons l’instant pour laquelle cette vitesse s’annulc ct ccla a partir de 
l’equation(2) : 

3 • /9 v n sin# 

v = - gt + v o sm0 = O =^> t = — 

g 

Rempla9ons maintenant le temps dans l’expression de z de l’equation(4) . Nous trouvons : 



v 0 .sin 6 



2 g 



II/ Lancement dans l’air : 



l/'Dans cette partie : le projectile est soumis a deux forces : P + f = ma 
2/ Re trouvons 1’ equation differentielle : 

P + f = ma 
dv 



a = - 



dt 



dv k _ 

— +-v=g 
dt m 



( 5 ) 



3/ On en deduit directement l’expression vectorielle de la vitesse instantanee v{t) en 
resolvant l’equation differentielle precedente. Sa solution est: 

k 

-j — * 

v = Ae m +g — 

S k 

Reste la determination de la constante A que nous allons deduire a partir des conditions 
initiales qui sont : t = 0, v = v 0 ; d’ou : 
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3/ Done : 



l-o - m 
Ae °+g — 



A = v n 






f _ _ m ^ 


k 

— * _ m 


V = 


v 0 -g — 


e m +g — 




l k ) 


k 



->( 6 ) 



La valeur limite est celle pour laquelle le temps tend versoo, on obtient de 
l’equation(6) : 



m 



v L =g~ 



Introduisons cctte valeur limite dans l’cquation (6) pour obtenir : 





( _ _ m ^ 


k 

— t 


_ m 




v = 


550 

1 

o 

> 


e m 


+g l 


<=> 



k 

1 



( \ ' 4 - ' 

" +\ 



(4 



Exprimons maintenant lc vectcur vitesse en fonction dcs vectcurs unitaires u x ct u_ : 



v 0 = v 0 cos 9.u x + v 0 sin 9.u, 



v l =g- 



m 



k 

g = ~g»: 



111 



■v L =-g — u : 



A m v 

K v i. = ~g T~ 



kg W k 
[( v 0 cos 9.u x + tf 0 sin 9.u _ ) + v, 4 z j e 



k 

1 



V = (v 0 COS#)e m li x + 


k 

-v fL + ( v 0 sin 9 + v L ) e m 




V * 

V* 31 Tf I (■ 


v z 



4/ Pour obtenir l’cxprcssion du vectcur position il suffit d’integrer 1 ’expression (7) dc 
la vitesse : _ Ef! 4 



dOM /_ _ v — ' 

=^» - + v i. 



OM = 



0o~v L ) 



f k \ ± 



V m) 



e m +Vj.t 



JO 



OM t 


r il th k ~\ 








r 


k X 




\dOM=\\ 


( \-v L )e m ‘ +v L 


dt 




tsf 

I 

II 

1 




+ V L .t 


0 %0 


_ J 






/V ' 









( 8 ) 



Pourobtenir les composantes de OM , nous developpons 1’ equation (8 )et puis nous 
remplacons v 0 par ses composantes et v L par sa valeur, comrne nous l’avons fait pour 
l’expression de la vitesse instantanee, et enfin ordonnons l’equation obtenue. 



OM = [(v 0 cos 9.u x + v 0 sin 9.u z ) + v, ,u z ] - 







i in 


1 , — ' 


— 


1-e m 


J k 


V J 



-v L t.u z 



OM = (v 0 cos#) 



m 



7 






1-e m 


«v + 




7 





~ v l 4 + ( v 0 sin 9 + v l ) 



m 



1-e 



- k -0 



On arrive aux composantes : 
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5/ Le projectile atteint son apogee quand la vitesse verticale s’annule. Cherchons 
d’abord l’instant pour lequel cette vitesse s’annule : 



v„ = -v L + (v 0 sin 6 + v L ) e ' = 0 



k 

1, 



_k_ 

Ine m = In 



k 

— l 



v 0 sin 0 + v L 



v 0 sin 0 + v L 



Revenons aux deux equations horaires(9) et remplaqons le 
venons de trouver : 

"l n 

X, = — V n COS u 




aleur que nous 



= y( v oSin£ + vJ 



V v i + v o sin^y 



m . _ m , 

z„ = — v„sin6'-v, — In 
k k 



1 +— sin <9 

V J 



Yu 

x(t) = — VqCOS# 

k 



\ — e m 
V J 



/ x m , 

V)= T ( 



v 0 sin 



ff + v,) 






1 -e 

\ ) 



-v L .t 



= ( 8 ) 



6/ Cherchons dans 1’ expression (9) les limites dex(t) et z{t) quand t 



■ oo 



, x III „ , 

At) = — v n cos 6 = A 

v ' t — ^oo u 



:(<t =^^(10) 
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TYl 

z ( ? ),_ = j ( Vo sin e + v L ) - v L -t => Z ( t)^ = -v L .t + B -A (1 1) 



On en deduit de l’equation (ll) que lorsque t — >oo le mouvement du projectile devient 
rectiligne uniforme, done la trajectoire a une asymptote quand t — > oo dont l’equation 
est(lO) . 

III. Synthese graphique : les deux graphes montrent la trajectoire dans les deux cas 
consideres. 




Exercice 5.10 : 

1/ Le mouvement en presence de frottement : 

La particule est soumise a trois forces, son poidsP , la reaction vV de la surface de la 
sphere sur la particule et la force de frottement f ■ A partir de la figure (a) ci-dessous, et en 
appliquant a relation fondamentale de la dynamique nous pouvons ecrire : 

P + N + / = ma => m — = P + N + f 
dt 



Projetons les forces sur les deux axes MT et MN : 

T, , dv -nr dv 

P T — j = ma T = m — mg sin a - j - m — 
T T dt dt 



( 1 ) 



2 2 

V V 

-N + P,, = ma,, = in — <=> -N + mg cos 6 - in — 

TV R 6 R 

L’ expression de la force de frottement cinetique est : 



( 2 ) 



f = <uN 



N = mg cos 6 - m — 
R 



.2 A 



f = ju mg cos 0 - m 



R 



Rcrnpl aeons dans l’equation (l) pour obtenir l’equation differentielle du mouvement : 



f 



.2 A 



mg sin 0 - // mg cos 0 - m — 



■■ m - 



dv 

dt 



^ v 2 = g (sin 6-/1 cos 6) 



21 Mouvement sans frottement : 

a / Revenons a l’equation (l) en supprimant / et en simplifiant par la masse : 

dv . dv 

g sin 6 - 0 <=> — = g sin 6 

dt dt 
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On multiplie les deux membres par dO , sachant que = -^ : 



d9_ 

dt 

de_ 

dt 



dv = gsm9.d0 



v 

co = — 
R 



vdv = gRsmO.dO — > (3) 



Integrons les deux membres de T equation (3) sachant que le domaine de variation de# 
est[0,#] , celui dev est [0,v] : 

v 6 j 

J vdv = gi?J sin 0.d6 => — v 2 - 0 = -Rg (cos 0- cos 0) 

0 0 ^ 



On obtient finalement : 

v 2 = 2 Rg (l - cos 0) => v = pRg cos 0) — 




b / Recherche de la valeur angulaire# 0 pour laquelle la particule qui 

la sphere : cela se produit lorsque la force de reaction jV s’annule. 

Revenons a 1’ equation (2) ct calculons /V : 

2 X 

-N + mg cos 6 = m — ^ N = mg cos 0 -in ' 

R^ R 

On remplace v 2 par sa valeur pour aboutir a : 

2Rg(l-cQs6 l ) 

N = mg cos 0 -m — 

D’ou Tangle recherche est : 




surface de 



R 



!v = mg (3 cos ^-2) 



d(\ — 48 c 



mg (3 cos 6 0 -2) = 0=> dos 0 0 =2/3: 

Discussion : D’apres Texpression obtenue, Tangle 0 O ne depend ni de la masse de la 
particule, ni du rayon de la sphere, ni de l’acceleration de pesanteur, avec pour condition v(0) 
nude. 

N.B : Si v 0 ^ v(0) v 0 etaht la vitesse avec laquelle la particule quitte la surface de la 
sphere. 

v(0) : La vitesse absolue. 

le cas ou la vitesse initiale n’est pas nulle, on peut demontrer que : 




Dans ce cas Tangle 0 O depend dev (0) , Ret g mais reste independant de m . 
c/ Calcul de la vitesse correspondante : 



: 2Rg(l-cos6* 0 ) 



cos 6^ =2/3 



■■^2Bg(l-2/3) 



v 0 = 3, 65 ms 






3/ Etude du mouvement lorsque la particule quitte la surface de la sphere. 

Nous sornmes en presence du mouvement d’un projectile dans le champ de 
pesanteur terrestre. 

a/ On etudie le mouvement dans le repere MXY (figure(b)). 

Suivant l’axe des X : le mouvement est rectiligne uniforme : 
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X^v = 0 => V x = v 0 .cos 0 O -A (5) 

Suivant l’axe des Y : le mouvement est rectiligne uniformement varie : 

Y.K = P = => a y =g = Cte 

v y =gt + v 0 sin# 0 ->(6) 

Passons a 1’ expression de la vitesse instantanee du projectile : 



v 2 =v x 2 + v 2 



: 2Rg ( 1 — cos 6 0 ) 



• = ^]g 2 r + 2gv’ 0 sin <9„./ + 2Rg{\- cos 0 () ) 




=JV cos A i + (it * v 0 sin 0 O ) j 



L’ expression du vecteur vitesse est done : 

b / Intensites des forces nonnale et tangentielle : figure (c). 

Force tangentielle: 

dv 



F t = m.a T = m 



dt 



F = — 


m g {gt + v 0 sin 0 O ) 


T 

V 


'g 2 t 2 + 2gv 0 sin6> 0 .t + v 2 



Force normale : II n’est pas conseille d’appliquer la formuleF^ =m— car le rayon 
de courbure est inconnu, a ne pas confondre avec le rayon R de la sphere ! ! 

Cette force est calculee a paAir de la relation : P = F N + F T 







Exercice 5.11 : 

a/ Intensity du champ de pesanteur terrestre quand le satellite est a mi-chemin entre la 
terre et la lune : 

fa i n 11 5 ^ 98 - 1024 
g T = 6,67.10 



g T = G 



f-T 

UJ 



(l, 92. 10 8 ) 



g T =1,08.1 O' 2 N.kg 






b / Intensity du champ de pesanteur lunaire quand le satellite est a mi-chemin entre la terre 
et la lune : 
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Sl 



■A 



dX 

UJ 



g L =6,67.10 



„ 7,36.10 



22 



(l, 92. 1 0 8 ) 



g L =l, 33.10" N.kg 



c/ Intensity du champ resultant des champs de pesanteur de la terre et de la lune lorsque le 
satellite est a mi-chemin entre la terre et la lune : 



Sr St Sl 



g R =1,01 AO- 2 N. kg- 1 



d/ La distance, depuis le centre de la terre, a laquelle le champ resultant s’annule : 

M, Mr 



n „ M l M t 

Sr=Q^ S L =Sr , G - = G 






( d-r ) M l ( d — r ) 



[d-r) 

— = 81,25 



2 / 7 \ 2 2 

r {d-r) r 



d-r 



= 9,01 => r = 3,45.10 /« — » r = 345000A:m 



A > 






Exercice 5.12 : 

Nous avons represente sur la figure ci-dessous les forces agissant sur le point A . En 
projetant sur les deux axes perpendiculaires entre eux, nous obtenons a l’etat d’equilibre : 



A 



P 0 =T cos a 
P 0 = kl 0 
T = kl l 
F = Esina 



F = kl 2 = T sin a 



la 



cos a 






p 

T — 0 



kL 



co sa cos a 



klo * i j 

— — sin a = kL 



cos a 



l 2 = l Q tga 




Exercice 5.13 : 

a/ Force agissant sur le corps : 

F = ma = mr = 6 ( 6/ - 24 1. j j , 
b / Mbment de laTorce par rapport a l’origine : 

i -.7 A 

f = r aF = 3t 2 -6t -4t' 3/ + 2 

36 -144/ 0 



F = 36f-144fJ 



f = (432/ 2 +288/) i + (108/ + 72) ] + (-288/ 3 + 864/ 2 ) k 



d Quantite de mouvement du corps : 

p = mv = (36/ -36)/ -72/ 2 .y+18^ 



Moment cinetique par rapport a l’origine : 
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L = r Ap 



i -j k 

3t 2 -6t -At 2 3t + 2 
36t-36 —12t 18 



L = ( 144 f 3 + 1 44 r ) i + (54 1 1 + 72/ + 72) J + (l2t 4 + 288/ 3 ) k 



d/ Verifions quc F = — : 
dt 



p = ( 36/ -36)/ -72r.y + 18£ 



— = 36/ - 144/J = F 
dt 



Verifions que f = — : 
dt 





f = (432f 2 + 288/ ) 1 + ( 1 08/ + 72 ) J + ( -288/ 1 + 864/ 2 ) k = f 


A 

Exercice 5.14 : t 

1/ Exprimons la vitesse de M par rapport a R : 

OM =p = lu r ^ 


1 


% 

V 

L :: 




v 

, 

u 

2/ Calculons le moment cinetiqn 
bas e(O,ii r ,u 0 ,u z ): 



L 0 = OM a p 
p = mv r +mv g 
v=l.u=0(l = Ct 





point M par rapport a O dans la 



v o = l0 




r te) 



% 



r 


“r 


~Ug 










r = l 


0 


0 


9 


4 




0 


ml 6 


0 







Pour que Ton puissc appliquer lc theorcme du moment cinetiquc il faut calculcr lc 
moment dc la force appliquee au point M . par rapport au point Odans la base ( 0,u r ,u () ,u z ) : 




= | OM a T 

5 ' J 



+ 



(OM a P) 



P = P r +P e 

P r = mg cos 0.u r 
P e = -mg sin 6.u e 



r o = 



U r -Ug U z 

1 0 0 

mg cos 6 -mg sin 6 0 



x 0 = -mgl sin 6.u z 



Appliquons maintenant le theoreme du moment cinetique : 



dL 0 

dt 



f 0 ; ml 0.u_ - -mgl sin Qxi z 



6? +— sin# = 0 



( 1 ) 
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On calcule le moment cinetique du point M par rapport au point O dans la base 
(■ 0,i,j,k): 





i 


~] 


k 






=>4 - 


X 


y 


0 


9 


4 




X 


y 


0 







m(xy-yx)k 



L 0 = OM a p 
p = mv, + mv 



On calcule le moment de la force appliquee au point M par rapport au point O dans la 
base [o,i ,j,k^ : 



( 



'■o 






OM aT 



+ 



J 

: mg.j 



(0Ma?) 



V 0 

P = P x +P r 

v— 1 
0 

Appliquons le theoreme du moment cinetique : 













i 


~j 


k 


F 0 — 


X 


y 


0 




0 


mg 


0 



mgx.k 



dL. 



o 



dt 



i ( xy + xy - xy -yx)k = mgxk 



xy -yx = gx 



y 

-^\2) 






Verifions que les deux resultats sont identiques : 

• ir •• ztl • «4 

x = /sin^ ; x = l9cos0 ; x = WcosO-l6~§tn6 
y = l cos 6 ; y = -l6 sin# ; y = -16 sin6-W 2 cos 6 
Remplacons les cinq elements dans l’equation (2) pour trouver l’equation(l) : 



0 + — sin0 = O 
/ 



(3) 



Appliquons maintenant la relation fondamentale de la 
dynamique : 

La masse m est soumise # chaque instant a deux 
forces: son poidsP et la tension T du fil ; Soit Fleur 
resultante. Nous pouvons decomposer la resultante en deux 
composantes, nonnale et tangentielle (voir figure). 

F - P + T = ma 



F = F t +F n = ma 



P + T = F t +F n 




On. connait la relation entre la vitesse lineaire et la vitesse 
angulaire ainsi que la relation entre 1’ acceleration lineaire et l’acceleration angulaire : 

v = Ol , a T = — = 61 , a N = — = Q 2 l 
i T dt N 1 

Puisqu’on est dans le cas d’un mouvement de rotation de la masse m , il nous est pennis 
d’introduire le moment de la force par rapport a l’axe 07. . Les moments des forces F v et T 

sont nuls parce que ces forces rencontrent l’axe de rotation. Le moment du poids est un 
moment de rappel, done negatif. 

T = T- + T- = T- + T- 

P T F t F n 



T f =T p =0 
T p = -P.l sin 9 
Tp = F T .l = m9l 2 

F t 1 



-mgl sin 6 = mOl 2 
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De tout cela on deduit l’equation de mouvement : 



# +— sin<9 = 0 
/ 



(4) 



Les equations (l) et (4) obtenues sont parfaitement identiques. 



3/ A chaque instant, nous avons P + T = ma . En projetant sur l’axe normal, nous 
obtenons : 

-mg cos 6 + T = ma N => T = mg cos 6 + mO 2 1 

Remarquons que la tension varie a chaque instant. Pour des oscillations de tres faible 
amplitude (sin 6 « 6 ) , l’equation differentielle (l) s’ecrit sous la fonne : 



6+^6=0 

l 



Sa solution est : 



Done, la vitesse angulaire est : 




v 

V 



0 = 6 n A— cosf — t 



Lors du passage du pcndulc par la position d’cquilibrc, Tangled s’annulc : 

i — 



0 = 0 

A cc moment la vitesse est maximale : 



sin Vy' = 



= 0=> J—t =0±kn 



1 



6 = 0 O Jj- cos (0±^^-) 


=> 


II 


cos(0± Avr) = ±1 

m 




1 V / 1 







II en est de meme pour la tension qui prend la valeur : 




C’est cette condition si^ la tension qui doit etre satisfaite pour que le fil ne casse pas, en 
d’autres termes le fil doit supporter au rnoins cette tension sans se rompre. 

UT:::,: j„. : 

Exercice 5.15 ; 

Le moment dinetique du systeme est egal a la somme des moments cinetiques de tous les 
composants partiels du systeme. Dans notre cas, le moment cinetique du systeme par rapport 

au point O est egal au moment (z o/G j du pointG (qui est le centre d’inertie des deux masses) 
par rapport a O , plus les moments des points A [l a/g ) et B ( L B/G ) par rapport a G . 

Lq ~ L G io + L A / G + L b/g 



Commencons par le calcul de (Z 0/G ) : 

^G/O = OG A p G/ Q 

Pg/O = 2m ^G,0 



4/0 =2/»(0Gav g/0 ) 
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L Gio 



i -j k 

x G = a cos 6 X y q = a sin 0 X 0 

c G = -aO x sin 6 ] y G = aO x cos 6 X 0 



= {x G y G -x G y G ) 



L g/0 = 2 ma 0 X — > (l) 



Calculons ensuite(Z^ /G = Z S/G J : 

Laig = A Paig 
Pa/G = m V A /G 



L A !G = m { GA ^AI G ) 



L, 



O/G 



i -j k 

x' A = d cos 0 2 y A = d sin 0 2 0 

x A = -d0 2 sin 0 2 y A = d0 2 cos 0 2 0 



L A ig n, d P 2 L b/g 



' . 1 J \ 

WA-tAyA) 



) 



II ne nous reste qu’a additionner les expressions (l) et(2) pour tfbuver la reponse a la 
question : 



L 0 = 2 ma ’6’ + 2md6\ , 



L 0 \2m [a 2 6 x +'d 2 W 2 ) 



Exerciee 5.16 : 

1/ Le point M , soumis a chaque instant a son poids et a la tension du fd, est anirne d’un 
mouvement circulaire unifonne de rayon , dans le plan OXY ,autour de l’a xeAZ . Des 
projections des deux forces sur l’axe radial resulte une force centripete T sin a . 

f + P = ma 

T sin a = ma v - nuo 2 r 



r=l : 



sm 



a 



T = marl 



Quant a Tangle il est determine a Taidc de la figure ci-dcssous, nous trouvons : 

±r‘ . . . 

T sin a sin a mco l sin a 

tga 






mg 



cos a 



mg 



cos a = 



g 



ar\ 



2/ Calcul de Texpression du moment cinetique deMpar rapport a A en coordonnees 
cylindriques de centre O : 

L m/a = AM a p 



AM = AO + OM = -zw_ + ru„ 



AM = -/ cos a.u z + / sin a.u r 
v = -zu_ + zu . + ni. + rii = rcou 



e 



v = v e = I co sin a. u 6 
p = mI(osina.u g 
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L M!A =AM 



u r -U g u z 

I sin a 0 -/ cos a 

0 ml cosina 0 



L m/a = ml 2 co sin a (cos a.u r + sin a.u z ) 



Verifions que la derivee par rapport au temps est egale au moment de la resultante des 
forces appliquees sur A , par rapport a M : 

Calculons en premier lieu le moment des forces par rapport au point A : f M/A = AM a F 
Le vecteur F : 

F = T + P = ma 



F = T sin a = ma M = mco r 



Le vecteur AM : 



Tm,a= AM aF = 




Done : 

-u 0 u_ 

0 -/cosa| 

\mco 2 1 sin a 0 0 

Derivons le moment cinetique par rapport au temps : 

L m/a = ml 2 co sin a (cosa.u r + sin a.u . ) 



dL 



lm/L = ml 2 co sin a (cos a. u r + o) 
Nous savons que u r = co.u r , et par remplacement on obtient : 



dt 



dL 



'MIA _ 



dt 



= ml co sincc.coscc.Ua 



(2) 



Ainsi nous avons pu verifier le theoreme du moment cinetique : 



dL M / a 

dt 



k MIA 
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Exercicc 5.17 : 

1/ Le train en abordant un virage circulaire, son mouvement devient circulaire vers la 
gauche, car la force centrifuge attire le pendule vers la droite. 

2/ Sur la figure ci contre sont representees les forces qui agissent sur le pendule par 
rapport au voyageur. De l’equilibre de ces forces resulte : 

P + F, + f = 0=>P + F=-f 



F. 



2 

V 

m — 
_ R 



tga = — => tga = 

P mg 



R = 



g-tga 



Application numerique : 



^ 120 . 10 3 



v 3600 , 
R = ± 




R = 631N 



9.8x0,176 

3/ Le train parcourt en trente secondes un arc de cercle qui intercepte Tangle demande. 
La distance parcourue en 3 Ox est: d = vt , <7 = 1 000m 
Cela veut dire que le train a tourne de Tangle : 



d = R9 



d 






9 = — 


, 9 ~ l,59rad , 


9~ 91° 


R 







Exercice 5.18 : 

A T instant t , soit^ le poids de la partie5Q. et P 2 le poids 

de la partie AB : ■ ■ : . 

Appliquons la relation fondamentale de la dynamique au 
systeme : 



P l+ P 2 



M,+M 2 



On projette T expression vectorielle sur Taxe vertical dirige vers le 
bas et on note par x la,|pngueur de la partie BC du cable : 

U 'd+H I 

dv 




Axg-A(L-x)g = A L — 



M = AL 
P 1 =M l g = Axg 

%= M 2 g = A(L-x)g\ 

: ; 

En simp lift ons par A nous obtenons une equation differentielle de deuxieme ordre avec 



second membre : 



2 gx-gL=L d -P 
dt 

dv 

a = — = x 
dt 



Lx = 2 gx - gL : 



•• 2 g 

x ~T x= ~ g 



2 g 

Pour verifier quex = yZ — > a = — , on remplace dans Tequation differentielle x par la 
valeur proposee, soit : 
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x-^x 
L 



— x = ~g 



1l 

3 



4 g 

■ X = a = g : 

3 



a = ^ 
3 



Cherchons a present le resultat relatif a la vitesse. L’equation caracteristique de cette 



r\ 

equation differentielle de deuxieme ordre sans le second mernbre est : r 2 — j- = 0 



Ses deux racines sont : r,=+. 



2 g 



L ; n \ L 




Sa solution est done : 



% - K T 

x = Ae U + Be U +- 

2 



( 1 ) 



Reste a determiner les deux constantcs A ct B . C’est ce qu’on en dedu: 
I x = b 



initiales et qui sont : t = 0 




nditions 



v = x = 0 



L’ expression de la vitesse est : 




->(2) 



Rempla 5 ons par les conditions initiales dans les deux equations (l) et (2) pour tirer 



A et B : 



b= A+B+ 



L 




°= a '! 2 t 

w 

Afin de simplifier les calculs, on po$e co = — . On doit connaitre en trigonometric les 

L 

definitions et les formules particulieres du sinus hyperbolique (.s/?) et du cosinus 
hyperbolique ( ch ) , en particular : 



e cot _ e -<M 

shojt = — ; cheat ■ 



e wt +e 0,1 



2 2 
Ecrivons les deux equations (1) ct (2) sous la forme : 

e‘"‘ + e 



; ch 2 cat - sh 2 cat = 1 






2 b-L r ~ on ' -~ 0>t A 



x = 2. 



. 0 2 b-L 

v = x = 2. ca 



J 



L 2 b-L , L 

H — <=> x = cheat H > 3 

2 2 2 w 



f e w < - e - c0< 3 



• lb ~ L , tA\ 

<=> v = x = cashcat — » (4) 



Puisque x = — L , remplacons dans l’equation (3) et tirons de l’equation l’expression du 



cosinus hyperbolique (3) : 



2 , ^2 b-L , L 

— L = 2 cheat H — : 

3 4 2 



cheat ■ 



L 



6b-3L 



( 5 ) 



De l’equation (4) on tire le sinus hyperbolique : 
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. 2 b-L , 

v = x = cos neat 




Nous savons que ch 2 cot - sh 2 cot = 1 . Sommons les equations(5) et(6) membre a membre 
apres les avoir elevees au carre : 



ch cot = 



r L 



6b-3L 



sir cot ■ 



2v 



(4b 2 +L 2 -4bL) 



co 



cncot-sh cot = 1 



2 2 

V = CO 



2 ^ 

- b 2 +bL--L 2 
9 y 









Rcvcnons cn arricrc ct rcmplagons co par sa valcur pour obtenir a la fin la valcur que nous 
devons verifier : 



V= J 


2 g 


f A 

-b 2 +hL 


i 


L 


\ .rfj-. 



Application numerique : L = 12 m et b -7 m 



I v « 1 0, 6ms ' 





Autre methode : beaucoup plus simple if m. 

V • • / \ 

A partir de l’equation x — — x = -g , et par une integration on trouve la fonction v = f\x) : 

L 



.. 2 g dv 2 g dv , ^ 

x x = -g => — = — x- g => — dx = 

L dt lW dt 



2g 1 

T x ~ 8 



dx 



dx 

dt 



(2g J 


dx => i \dv = 


l L jJj 


t±l. / V 



2g 

L 






dx 



},.dv=j[A. v _ g 



1 - a . 

dx => — V" = — X - UX : 

2 L 



= 2— x 2 -lgx-2 — b’ +2 gb 
L L 



II rfe restc plus qu= 5 a retrouver lc rcsultat precedent cn rcmplagant x par —L . A la fin on 
retrouve le mcme rcsultat : 



V = , 


2 g 


( 7 \ 

-b 2 + bL-—L 2 




L 


9 J 



Exercice 5.19 



1/ Quelque soit la position du point M sur la surface conique, l’angle a chaque instant 

* * \ V Y 

OM, Oz = a , et par consequent tan a = — = — ■■ 

’ z z A 



z = r- 



2/ D’apres le cours, nous savons que 1’ acceleration du point M en coordonnees 
cylindriques est : 
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f . > 




f \ 


a = 


r-rO 2 


u r + 


rO + 2rO 




l °r J 




\ a « J 



u„ + zu 

tt v 



F 

Si le point reste sur la surface du cone : z = r — . Les forces agissant sur le point materiel 

z o 

sont son poids P , a composante unique P = -mgu. , et la force de reaction^ de la surface qui 

a deux composantes R = R r + R z = -R cos a.u r + R sin a.u z . 

Appliquons la relation fondamentale de la dynamique, puis projetons les deux forces sur 
les trois axes du repere cylindrique. Nous obtenons : 

P + R = ma = F 

F = F r + F g + F z = m ( r - r6 2 j u r + m ( 2 rO + / A'j u e + mzu 

F = -R cos a.u r + R sin a.u, - mgu , 

F = -Rcosa.u r +(R sin a -mg)u z — > (2) 

Par identification dcs deux equations (l) et(2) on obtient trois equations a trois inconnucs : 



(i) 



is me 



-R cos a = m (r - rO 2 ) — » (3) 
0 = m(2r6 + r6*) — » (4) 

-mg + R sina -m — r ->(5) 



.V 




quantite r 2 0 par rapport au temps. Ceci nous conduit a r 2 0 = C te : 

(r 2 e) = 2rr.6 + r 2 G = 0 r 2 9 = C' e 

Nous connaissons l’expression de la vitesse lineaire en coordonnees cylindriques a partir 
de laquelle nous deduisons la vitesse initiale : 

v(t) = r(t)u r +r (t)6(t)u e + z(t)u r v(0) = r(0)ii r + r(O)d(O)u 0 + z(0)u r 

L’intensite de la vitesse initiale est done: 

v( 0 ) = ^/[f( 0 )] 2 +[r( 0 )^(°)]'+[i( 0 )] 2 
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L’enonce nous impose l’expression de 9 sans r(0) ni z( 0) . Ceci n’est possible que 
sous des conditions initiales de la forme f(0) = z(0) = 0 . C’est ce que nous admettons dans le 
reste de l’exercice. Partant de la, la vitesse initiale est : 

v(0) = r(0)£(0) 

Suite a tout cela, nous pouvons poursuivre notre etude tel que : 

r 2 9 = C le ^r(t) 2 9(t) = r(0) 2 9(0) 

r(0).r(0).9(0)\ 



9(t)- 



r (t ) 

v(0) = r (0).#(0) 
v(°) = v 0 , r (0) = r 0 



9 = ^ 



4/ L’equation (5) fait l’objet de cette question car clle renferme une fonction 
unique r(t) , contrairement aux equations (3) et (4) qui sont fonctions de r(t) et 9{t) cn 
meme temps. De l’equation (3) nous pouvons ecrire : 



R = - 



sin a 



mg + m — r 



Remplagons R par cette dernierc expression dans l’equation (3) pourobtenir: 

2 stL r 

VW'„ Tfrrf Z,J- S 



r — 



r a +z o r 



4'b>f> z o) 



Z 0 

4r('- 0 . z o •«) 



(6) 



5/ Si le mouvement est circulaire unifonne cela veut dire qu’a chaque instant 
• (t ) = r (0) , en meme temps que ( 9{t) = C ' e ) . L’expression (4) devient : 

1 z n r n v, 2 z A 



, 2„4 



r 2 +z 2 'r 3 



— Tg : 

r z + 

A 0 ^ z 0 



r 2 +z 2 
'o TZ o 



— — -g 

r~ + z„ 



La vitesse demandee est done : 



: V^gz 



2 r 



6/ Multiplions l’equation (6) par 2 ' pourobtenir: 2rr + A — = 2Br 



La premiere integration donne : J 2 rrdr + J A 4 dr = J 2 Brdr =>r 2 ~4 = 2 Br + C — » (7 ) 

Pour obtenir la constante C on doit revenir aux conditions initiales citees plus haut 

[t = 0,f(0) = 0] : 



A 



0-4 = 2 Br + C- 



C = - 4 - 2Br 



L’equation (7) devient finalement : 



f~ = 2 A 


f i _ n 


+ 2 B(r-r 0 ) 




4 r o 7 
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Exercicc 5.20 : 

Nous utilisons la notation de Newton pour exprimer les composantes des vecteurs 
position, vitesse et acceleration : 



f X ) 










y 


, V 


\y 


, a 


\y 


K Z J 








l z ) 



Calculons l’expression de la force : 

v a B 



i 


-J 


k 






X 


y 


z 


= 


Bz 


B 


0 


0 




V~ B y) 



F = q (e + v a B) = q (^Ek + 0/ + Bzj - Byk ) 



F = q 0 i + Bzj +[E - By)k — > (l) 



En appliquons la relation fondamentalc de la dynamique on peut ecrirc : 



I 

7 



F = F +F. + F. 



F = mx + mx + mz 



L’ identification des deux equations (l) et(2) nous donne trois equations differentielles : 

mx = 0 
< my = qBz 
mz = -q(E + By) 



En tenant compte des conditions initiales : 
t = 0: 

x(o) = o , v(o) = o , z(o) = ty, x(0) = 0 , v(0) = 0 ,z(0) = 0 
Nous ecrivons le nouveau systeme de trois equations differentielles : 

mx = 6=>x=0 =^> i = C ,e = v (0) = 0 — > (3) 

my = qBz =^> y = — Bz => y = — Bz — » (4) 
m ' m 

I mz = q(E -By) => z = -E-—Bv — » (5) 

m m 

Dal tion differentielle (5) on remplace y par sa valeur tiree de 1’ equation (4) : 

(6) 




X = 0 —3 
y = (oz 



z + 



B«- 
V m J 



(?) 

z = ^-E->( 8) 



m 



En posant co = B — , la solution de 1 ’ equation ( 8 ) est : 
in 
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„ qE 

z = a sin cot + p cos cot H 

in 



r m ^ 

[qBo 



mE 



z = asmoot + B cos cot + 

qB 2 



(9) 



Determinons a et J3 a partir des conditions initiales en utilisant les deux equations : 

yyiE 

z = a sin cot + B cos cot h — 

qB 2 

z = aco cos cot - (3ao sin cot 




II nous reste a definir l’equation y(t) . Dans l’equation(7) on remplacez , puis on integre 
pour arriver a l’expression y{t) : 

v = coa (l - cos 0) v = coa-coa cos cot 



y(t ) = a (cot -sin cot) => y(t) = a (0- sin 9) 

Finalement : 

x(i) = 0 

< y(t) = a{6- sin^) 
z{t) = a(l-cos6 l ) 

Se sont la les equations parametriques caracteristiques d’une cycloide. 
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